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Capitolo 1

L’integrale di percorso

1.1 La descrizione di Schrodinger e quella di Haisenberg

In' meccanica quantistica, esistono due modi principali per descrivere ’evoluzione di un sistema: la descri-
zione di Schrodinger e quella di Heisenberg.

1.1.1 La descrizione di Schrédinger

Nella descrizione di Schrodinger, gli stati dipendono dal tempo, mentre gli operatori (a meno di una
dipendenza esplicita) no. L’evoluzione del sistema ¢ data dall’equazione di Schrédinger:

i ars (1) = H o (1) (1.1.1)

dove H é ’hamiltoniana del sistema (che assumiamo non dipendere dal tempo). Formalmente, le soluzioni
dell’equazione precedente possono essere scritte come:

s () = e ) |ag (t))

In particolare, nella maggior parte dei casi, considereremo ¢ty = 0 e scriveremo la generica soluzione dell’e-
quazione di Schrédinger come:
las (£)) = e~ |a) (11.2)

L’elemento di matrice di un operatore (g tra due stati |ag (t)) e |3s (t)) & dato da:
(s () [Qs]Bs (1)) = (af ' Qg e 1 |B) (1.1.3)

1.1.2 La descrizione di Heisenberg

In un certo senso, la descrizione di Heisenberg ¢ 'opposto di quella di Schrédinger, in quanto in essa sono
gli operatori, e non gli stati, a evolvere nel tempo. Dato un operatore Qg in descrizione di Schrédinger, il
corrispondente operatore in descrizione di Haisenberg é dato da:

Qp = et Qgemift, (1.1.4)
mentre lo stato in descrizione di Heisenberg corrispondente allo stato |ag (t)) in descrizione di Schrédinger
é:

lagr) = et |ag (1)) = et e™ o) = |a). (1.1.5)

L’evoluzione temporale di un operatore in descrizione di Heisenberg si ottiene derivando la 1.1.4 rispetto
al tempo:

d - d v A e PR SN e e 8Q - S Fre A RSN
EQH _ E (eth Qse—th) _ Z'Heth QS e—th+eth ats e—th _ieth Qse—thH _

9 . . o (D e
- (ath)H il — Q= ((%QS)H +i [HQH] .

(1.1.6)

lusualmente, lavoreremo sempre in unita di misura con h =c =1



In particolare, se I’operatore non ha una dipendenza esplicita dal tempo, ’espressione precedente diventa
semplicemente:

d - PN

L0y =i [HQ } 1.1.7

de " (1.1.7)
Per concludere, in descrizione di Heisenbger, I’elemento di matrice di un operatore ¢ dato da:

(s () [Qs18s (1) = (a1 Qg e 5) = (] |6) (1.1.8)

1.2 1l Kernel

Consideriamo un sistema con un grado di liberta e indichiamo con ¢ (t) e p (¢) rispettivamente la sua coordi-
nata canonica e il suo momento coniugato in descrizione di Heisenberg. La loro relazione di commutazione
é:
[G(t),q(t)] =1 (1.2.1)
In generale [G(t),4(t')] # 0, per cui non & possibile diagonalizzare contemporaneamente due operatori
posizione a tempi diversi. E invece possibile scegliere una base di autostati di ¢ (¢) per un tempo ¢ fissato.
Indichiamo tali stati con |g,t). Per definizione, ¢ (t) |q,t) = q g, t).
Consideriamo ora uno stato iniziale |¢;,t;) e uno stato finale |gy,ts), rispettivamente autostati di ¢ (¢;) e
G (t7). Definiamo la funzione K (qr, ¢;;t; — t;), detta Kernel come:

K (qp,qi5ty —t;) = {qyp, trlas, ts) (1.2.2)

K (gy,qi;ty —t;) rappresenta 'ampiezza di transizione dallo stato |g;,t;) allo stato |gf,ts). Passando in
descrizione di Schrodinger e indicando con |g;) e |gy) i due stati |¢ (t;))g e | (tf)) g, che sono autostati di gs
con autovalori ¢; e gy, possiamo scrivere:

iﬁ[(tf*ti)

ai) (1.2.3)

il che mostra che effettivamente il Kernel non dipende singolarmente da ¢y e ¢;, ma solo dalla loro differenza.
Gli autostati di ¢ e p formano un insieme completo e sono normalizzati:

K (qp,qi5ty — ;) = (qy|e

+oo oo
[ dglg) (gl =1 [ dplp) (p| =1 (1.2.4)

{qld"y =d(a—d) (plp") =d(p—p") (1.2.5)

1.3 11 Kernel per piccoli tempi

In generale, il Kernel che abbiamo definito nella sezione precedente ¢ molto difficile da calcolare. E tuttavia
possibile ottenere approssimazioni sempre migliori quanto piu intervallo di tempo t; — ¢; € piccolo. In
particolare, sappiamo che se ty = t;, il Kernel si riduce semplicemente alla prima delle 1.2.5, a prescindere
dall’hamiltoniana.

Per procedere, consideriamo un’hamiltoniana della forma,

=2 4v@ (1.3.1)

2m

e poniamo ty —t; = €. In questo caso, 'esponenziale che compare nella 1.2.3 puo essere scritto come:
Qi (t—t:) _ giede oieV(d) +0(e), (1.3.2)

dove l'ultimo termine deriva dal commutatore []32, 1% ((j)} Usando questo risultato, possiamo ora ottenere
un’approssimazione del Kernel per piccoli tempi:

. ~2 . N . . ~2
K (g5, qi3€) = (qr| "3 V@D + O (&) |gi) = e’V (qf| ™57 |g;)

Introducendo un insieme completo di autostati di p, possiamo poi scrivere:

oo - p2 e . p? )
dp (ar| > |p) (plas) =/ dpe V@) (g,1p) (plgy) + O (€2)

K (q5,qi;€) =/

— 00



Ricordando che

e—iplh eiqu
(plai) = N {qrlp) = Nors (1.3.3)
otteniamo il risultato finale:
1 [t .
K (g7, qi€) = %/Oo dpeiPlar—a)=et(p.a)) 4 (). (1.3.4)

Questo é un risultato notevole, in quanto tutti gli operatori quantistici sono stati sostituiti da quantita
classiche. In particolare, per un’hamiltoniana della forma 1.3.1, possiamo eseguire l'integrale in p:

+o0 . » ) 40 _ '
/ dpez(P(Qf’*Qi)*e(ﬁi+V(Qi))) — e—lév(%)/ dpe—ze%—&-zp(qf—qi)

— 0 —o0o

L’integrale ¢ un integrale gaussiano del tipo 1.6, con p = = e § = (¢f — ¢;). 1l risultato, pertanto, é:

2
) o (apma) e
2mm o€V (a:) eﬂzﬂ( s 2;)

€

Sostituendo questo risultato nell’espressione precedente, si ottiene:

((aga)m )
m “(T—V(th) M ela: i
K (a5,qi3¢) = e \ 7 = \/;e Llasdo), (1.3.5)

2ime

dove abbiamo definito la lagrangiana L (g;, ¢;) come:

y _(Qf—%)zm_ _
L (qzv Qz) = 2¢2 v ((h) 5 (136)

con l'idea che la quantita @ possa essere interpretata come la derivata di ¢; rispetto al tempo.

1.4 Convoluzione

Nella sezione precedente, abbiamo visto come é possibile ottenere un’approssimazione del Kernel che non
contenga operatori quantistici nel caso in cui l'intervallo di tempo tra lo stato iniziale e quello finale sia
piccolo. Per estendere questo risultato ad un caso generico, studiamo ora le proprieta di convoluzione del
Kernel. Iniziamo a considerare un tempo generico ¢, con t; < t < ty (con t; e ty non pill necessariamente
vicini). Possiamo scrivere l'operatore di evoluzione temporale da t; a t; come:

efif{(tiftf) _ efiI:I(tfft) efifI(tfti) ' (1.4.1)

Quest’espressione ¢ valida esattamente per un’hamiltoniana indipendente dal tempo (in quanto commuta
con sé stessa). Ora introduciamo un insieme completo di autostati di posizione:

. ¥y .Yy +Oo Y
o ill(timty) _ esz(tfft)/ dqlg) (gl ==t
—00
Sostituendo questo risultato nella 1.2.3, otteniamo:
+o0 . .
K (g5, qisty —t;) = / dgtsle =D |g) (gl e 1) |gy) .
—o00

Per definizione, i due elementi di matrice all’interno dell’integrale altro non sono che due Kernel. Possiamo

quindi scrivere:
—+o00

K (qf,qi5ty — ti) :/ dgK (g7, gty —t) K (¢, qi3t — ;) (1.4.2)
—0o0

Questa formula é detta proprieta di convoluzione del Kernel. 1l suo significato é che la probabilita che una

particella che si trova nel punto g; al tempo ¢; si trovi al tempo ¢y nel punto gy dipende dalla probabilita

che, in un istante ¢ compreso tra t; e ty, essa si trovi in un qualche punto ¢. Questa dipendenza, perd, non



é riferita ad uno specifico punto ¢, ma ad un punto e ad un istante qualunque (ecco perché compare un
integrale).

Questa proprieta diventa particolarmente utile nel momento in cui ¢ & vicino a t;: t = t; + €, in quanto in
questa situazione siamo in grado di calcolare il secondo Kernel usando ’approssimazione per piccoli tempi:

+oo
<K<%»%ﬂffta:i/ daK (a5, ait; —ti — ) K (g qi:€)

—0o0
II primo Kernel, invece, non pud essere approssimato, in quanto ¢y — ¢; — €, seppur piu piccolo di t5 —t;, &
sempre grande. Possiamo pero ripetere il ragionamento appena fatto, spezzando in due parti il primo Kernel:

—+oo
K (qf,q;tf —t; —€) = / dq'K (qr,q"5t; —t') K (¢',q;t' —t; —€)

— 00

Come prima, assumiamo che t' sia vicino a t; + e: ¢’ = t; + 2¢. Risulta:

“+o0
K (qf,q;t5 —t; —€) =/ dq'K (q5,¢'5t5 —ti —2¢) K (¢, g €)
da cui: N
K (qf,q;tf — t;) :/ dqdd' K (qr,q¢'sty —t; —2¢) K (¢, q;€) K (¢, 4 €) (1.4.3)

1.5 L’integrale di percorso

Usando le idee sviluppate nella sezione precedente, siamo ora in grado di capire come calcolare un Kernel
generico: basta applicare la proprieta di convoluzione fino ad avere tutti intervalli di tempo sufficientemente
piccoli per poi applicare ’approssimazione 1.3.4. Il problema é che quest’approssimazione sara affidabile
solo se € — 0, il che significa che dovremo applicare la proprieta di convoluzione infinite volte. Da un punto
di vista operativo, possiamo pensare di suddividere l'intervallo ¢ty —¢; in N parti uguali: t; = tg + je, con
j=0...N,dove tg =t; e txy =ts. Alla fine del calcolo, faremo tendere N ad infinito e quindi € = % a
0. Procedendo in questo modo e applicando la formula di convoluzione otteniamo:

400 N-1
K(Qf7Qi;tf_ti):/ dgr...dan—1 [ K (gj41,055€) (1.5.1)
e ey

Applicando I'approssimazione e facendo il limite, quindi, otterremo:

1 too A iyt (Pilara) g o
K (g1, 45ty —t:) = lim 7/ dpo H dpjdgje 25=0 ( E (s qJ))

dm o (1.5.2)

J=1

Per € — 0, possiamo pensare ai punti ¢; come ad una funzione ¢ (), con ¢; = ¢ (to + je). Possiamo poi
porre:
ir1—q; dq(t
lim qj+1 q;j — q( ) ]
e—0 € dt
Allo stesso modo, possiamo definire la funzione p () come p; = p (o + je).

Con le definizioni precedenti, ’esponente della 1.5.2 diventa:

N—o00 €

lm._e@mmrﬂﬂ—H@%Ozlﬁm@wq@—H@@ﬂ®D

Li

Introduciamo poi una notazione compatta per indicare i prodotti dp; e dg;:

(Dp) = lim <de1 dpo)

N=oo 2w 2m (1.5.3)
(Dg) = lim (dgn-1---da1)
Con queste notazioni, possiamo riscrivere la 1.5.2 come:
K (qf, qisty — ti) = / (Dg) (Dp) ¢! ! HPOIO-HEO.4)) (1.5.4)



Questo & integrale di percorso di Feynman in forma hamiltoniana. Formalmente é l'integrale su tutti i
percorsi (p (t), ¢ (t)) nello spazio delle fasi, con le condizioni che i punti iniziale e finale siano rispettivamente
q(t;) e q(ty) e che il tempo ¢ sia compreso tra t; e t;. E importante notare che questa ¢ essenzialmente
un’espressione simbolica, il cui significato ¢ dato dalla 1.5.2.

Se sostituiamo la 1.3.5 nella 1.5.1, si ottiene la seguente formula per il Kernel:

N N-1 iSIN=1 (m (441795 27\/ ; ;
K (qp,qi5ty — ;) = ]\llgnoo (%) 2 / dgje 25=0 <2 ( ‘ ) (qj)> :N/(DQ) e!Slitrtid - (1.5.5)
j=1

Con lo stesso ragionamento usato in precedenza, questo pud essere scritto formalmente come:
K (qf,qi5ty —ti) = N/ (Dq) e'Slaitstil, (1.5.6)

dove S[g;ty,t;] € I'azione classica:

Statrtd= [ ar(Bae? -v@) = [ao (157

e N & una costante di normalizzazione infinita:

N = (%)% = (%)g (1.5.8)

Abbiamo detto che effettuare un integrale di percorso significa integrare su tutti i possibili percorsi che
vanno da un punto iniziale a un punto finale. Possiamo perd anche considerare prima tutti i percorsi che
vanno dal punto iniziale ad un punto intermedio ¢’ (ad un certo tempo ') e poi tutti i percorsi che vanno da
¢’ al punto finale. Se poi integriamo su tutti i possibili punti intermedi, ritroviamo 'integrale di partenza.

In formule, questo significa che:
q5 +00 ) q a5
/ (Dq) = / dq / (Dq) / (Dq)
q —o0 q q’

Usando questo risultato e il fatto che 'azione ¢ additiva (S [g;t¢,t;] = S[q;ts,t]95 [g;¢,t;]), possiamo ri-
derivare la formula di convoluzione:
. +oo af qa . )
K(qp, a5ty —ti) =N / (Dg) 'S10t0] = N / dq / (Dq1) / (Dqy) eiSlazits ] iSlanitti] —
e ¢ o (1.5.9)

+oo
/ dq' K (qr,q ity —t) K (¢ qist — t:)
— 00

Un’ultima cosa da notrare rispetto all’integrale di percorso ¢ il fatto che non dipende da come suddividia-
mo l'intervallo [t;,t¢]. Nella trattazione precedente, I'intervallo é stato diviso in N parti uguali, ma avremmo
potuto procedere in altri modi (ad esempio, avremmo potuto dividere l'intervallo in due parti uguali, poi
dividere ulteriormente ciascuna parte in un numero diverso di parti). Si pud dimostrare che, qualunque sia
il metodo scelto per effettuare questa divisione, nel momento in cui si effettua il limite in cui tutte le parti
tendono a 0, il risultato non dipende piu da come é stata fatta la suddivisione.

1.6 Gl elementi di matrice

Passiamo ora a cercare una rappresentazione in termini di integrali di cammino degli elementi di matrice,
iniziando da quelli dell’operatore posizione. Indicando con T 'operatore di ordinamento temporale, dato da

T(q"),q)=0@"=t)q(")q(t") +6 (" —t")q(t') ("), (1.6.1)

con

0(t) = {1 >0 (1.6.2)



vediamo come calcolare I’elemento di matrice

{ar:tsIT (4 (t") G (1)) lai t:) (1.6.3)

Supponiamo che sia ty >t > t' > t; (in modo da poter effettuare direttamente 1’ordinamento temporale) e
che la discretizzazione del tempo sia fatta in modo tale che ¢’ e t” coincidano con uno dei punti ¢;. Poniamo
quindi t' = #; e t/ = t;,. Possiamo quindi scrivere:

—+o0
(ap, tela ") q(t) gi, ti) = / darda (g trld ") |ar, te) Qe tla, @) (@, t)q (') |g, t:) =

—00

+oo
/ dae daara (ar-telar, te) (an, tela, t) (@, til g, ti) =

—0o0

—+o00
/ dar dgaa K (qr, qeity —te) K (e a3 te — t1) K (@, ¢is a1 — @)

— 00

Sostituendo nuovamente g con g (t") e g; con g (') e facendo uso della 1.5.9, possiamo scrivere:

(a7 118 ) a0 aist) = [ (Do) (Dp)g (¢ q (¢ e 4100501600

Se t' > t”, Vordine dei termini nel membro a sinistra si inverte, mentre il membro di destra non cam-
bia. Questo significa che l'integrale di percorso calcola sempre gli elementi di matrice di un prodotto
temporalmente ordinato di operatori. Per ty >t > t5--- > t, > t;, possiamo quindi scrivere:

(g5, thT (G (tn) - q(02)) lgi ti) = /(DQ) (DD) q (ta) ... q (1) ¢ ! A HPOHO-Hp(0-a(0) (1.6.4)

In particolare, per un’hamiltoniana della forma 1.3.1 possiamo effettuare l'integrale su p (t) ed ottenere la
formulazione lagrangiana dell’elemento di matice:

(g5, thT (G (tn) - (1) lgir to) =N/(DQ)Q(%)~~~Q(t1)eis[q;tf’“]» (1.6.5)

dove S [q] & I’azione classica.

1.7 1l funzionale generatore delle funzioni di correlazione

Consideriamo ’hamiltoniana H di un sistema con i suoi autostati (che assumiamo discreti per semplicita)
|n) e i corrispondenti autovalori E,,:
H|n) = Ey |n)

Supponiamo che gli autostati siano normalizzati:
(nln') = dnns
e che formino un insieme completo:

S ) (n] = 1.

Chiamiamo vuoto e indichiamo con |0) lo stato fondamentale. Quello che vogliamo calcolare sono elementi
di matrice del tipo
OIT(q(t2) - (tn) (1) - .. P (£,)) [0) .

Per il momento, ci concentreremo sulle quantita piu semplici

OIT (g (t2) -4 (tn))0) -

Supponendo di conoscere gli elementi di matrice sopra per tutti gli interi positivi m, data una funzione
j (t), possiamo costruire il funzionale Z [4] definito da:

& im +o0
z[j=% E/ Aty dtmj (1) -G (tm) OIT (@G (E1) - (E)) 0} (1.7.1)
m=0 77X



che puo essere pitt semplicemente riscritto come:
1= i [1Tdti(t)at)
Z[j] = (0|T (e oo ) |0) (1.7.2)

A partire dal funzionale Z [j], possiamo ricavare gli elementi di matrice prendendo la derivata m-esima
calcolata in j = 0:

1 5™ Z 5]

im 0] (t1) - 05 (tm)

OIT (G (t1) - -4 (tm)) [0) =

(1.7.3)
j=0

<t++>



Appendice A

Integrali gaussiani

Per calcolare gli integrali di percorso, & comodo saper calcolare alcuni particolari integrali gaussiani, cioé
quelli del tipo
“+oo
— 00
con p e £ reali.
Per raggiungere quest’obiettivo, iniziamo a calcolare I'integrale
oo A2
I\ = / dze 27 (1.1)
— 00
con A € R, A > 0. Per fare questo, iniziamo a calcolare 1% (\):
“+o0 —+oo —+oo
I? (A):/ dze 2% / dye 3V’ :/ drdye 2%tV
—0o0 —0o0 —0o0

Passando in coordinate polari, con 2 = 22 + y? e doxdy = rdr d 6, l'integrale diventa

o oo > 21 2
12(/\)2/ d9/ drre=3m =28 = 21

I(\) = ﬁ (1.2)

Passiamo ora a considerare il caso pill generico in cui A & complesso, ma con parte reale positiva: A = pe’?,
con p > 0. Anche in questo caso, l'integrale convergera e varra il risultato precedente, salvo per il fatto che
qui la radice quadrata puo assumere due valori:

1 efi%JrinTr
Vpeir =

con n che pud valere 0 o 1. Per capire quale dei due valori dobbiamo scegliere, richiediamo che il risultato
si riconduca a quello che abbiamo trovato nel caso reale se ¢ = 0.

L’integrale 1.1, quindi, vale:

Per ottenere lo stesso risultato del caso reale, ¢ quindi evidente che dovra essere n = 0. L’unico problema
si ha quando o si avvicina a 27: in questo caso, infatti A torna ad essere reale, ma ’espressione precedente
diventa negativa, contrariamente a quanto ci aspetteremmo. Per evitare questo, & necessario richiedere che
o sia minore di 27:

+oo
9 , ,
/ dze 37 = [Z2 g2 A=pe?, 0<o<2m p>0 (1.3)

oo p



2 (A=1ip) oo = 37 (A= —ip). Come si vede, il membro a destra dell’espressione 1.3 non
pone problemi particolari se 0 — 5 0 0 — 5, per cui possiamo scrivere:

+oo
- 2 o
/ dzei8e® = [ 2l e-i% (1.4)
oo V »o
—+oo
/ dzes™ = 2—7761% (1.5)
oo V »

“+o0 5
—iLx*tifx
/ dre™'2 S

— 00

con p > 0 e £ reale. L’esponente pud essere riscritto come:

A questo punto, siamo in grado di passare al caso che ci interessa, vale a dire al caso in cui A é immaginario,
ossia al caso o0 = 7

Per finire, consideriamo l'integrale

(1.6)

= —7—
p - p* PP 2

2
—igx2+i5x:—ig (x22ix> = —ig <x22€x+£2£2> L ( 5)

Sostituendo questo risultato nell’integrale, esso diventa:

+oo 2 2 +oo

il (p_E)2 ;80 &5 il (p—£)?

/ doe 8(=3) 5 = oi% dzei5(==3)
—0o0 —o00

ed effettuando il cambio di variabile y = = — 3

o si puo ricondurre al primo dei due integrali 1.5. 1l risultato,
pertanto, é:

+oo 2
/ dxei5a’+ice _ /216—1'3—5—7:37
o p

(1.7)
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